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1 Conceito de sinal

Um sinal representa a variagdo de uma grandeza como func¢ao de uma variavel independente, que designare-
mos frequentemente por tempo. Distinguiremos os casos de tempo continuo, em que a varidvel independente
é real, e tempo discreto, em que a varidvel independente é inteira. Usaremos letras diferentes para designar
as variaveis de tempo continuo, por exemplo ¢ ou 7, e de tempo discreto, por exemplo n ou k.

Os sinais que se utilizam na pratica tomam, em geral, valores reais. No entanto, o estudo que vamos fazer
torna-se mais simples se se considerarem sinais complexos. Por esse motivo, ao longo da disciplina, iremos,
em geral, considerar sinais complexos, sendo os sinais reais um caso particular destes. Um sinal de tempo
continuo é entao representado por uma funcao = : R — C que faz corresponder a cada instante de tempo
t € R um valor z(t) € C. Da mesma forma, um sinal de tempo discreto é representado por uma funcao
x : Z — C que faz corresponder a cada instante de tempo n € Z um valor z(n) € C. Por simplicidade, e
sempre que isto nao origine ambiguidade de interpretacao, deixamos que as letras que designam a varidvel
independente indiquem o tipo de sinal a que nos referimos, i.e., referimo-nos frequentemente a um sinal de
tempo continuo por z(t) e a um sinal de tempo discreto por x(n). De realgar ainda que a designagao correcta
dum sinal seria da forma x e nao z(t). Esta altima notagao designa o valor do sinal  no instante ¢ e ndo o
sinal como um todo. No entanto é vulgar designar-se o sinal como um todo por z(t), o que é um pequeno
abuso de notagao.

Por analogia com casos em que os sinais designam grandezas fisicas, chamamos poténcia instantanea de um
sinal a |z(¢)|? (ou |z(n)|?). A energia total de um sinal ¢ entdo definida como o integral (ou a soma) da sua
poténcia instantanea:
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Podemos também definir a poténcia média de um sinal:
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Estas defini¢bes permitem classificar cada sinal como pertencendo a uma das seguintes classes:

e Energia total finita, i.e., F, < co. Por exemplo, o sinal

(n) = 2 sen=-1,4,5
1 0 outrosn,

para o qual F,, = 12.

e Energia total infinita mas poténcia média finita, i.e., En, = 00, Ps < 00. Por exemplo, o sinal x(t) = 4,
para o qual E,, = +00 e Py, = 16.

e Poténcia média infinita i.e., P,, = co. Por exemplo, o sinal z(n) = 3n — 4.

E facil constatar que qualquer sinal de energia total finita tem poténcia média nula: F., < 0o = P, = 0.



2 Transformacoes da variavel independente

Vamos frequentemente lidar com sinais que sdo obtidos a partir de outros através de uma transformacao
simples da variavel independente. Uma primeira transformagio deste tipo é o deslocamento no tempo, que
corresponde a obter um sinal y(¢) a partir de x(t) através de y(t) = z(t — o). Quando ¢y > 0, diz-se que
esta transformagio é um atraso no tempo (a Figura 1 mostra um exemplo); para to < 0, y(¢) diz-se uma
versao avangada de x(¢). As mesmas definigdes se usam para o deslocamento de um sinal de tempo discreto,
y(n) = x(n — ng), onde, naturalmente, ng é inteiro.
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Figura 1: Exemplo de deslocamento no tempo: y(t) = z(t — 5) (atraso).

Outra transformagdo elementar é a inversdo no tempo, correspondendo a y(t) = x(—t) ou y(n) = z(—n),
como ilustrado na Figura 2.
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Figura 2: Exemplo de inversido no tempo: y(n) = z(—n).

A dltima transformagcao simples da variavel independente dé origem ao escalamento no tempo, correspon-
dendo a y(t) = z(at), onde a > 0. Para 0 < a < 1, obtém-se uma dilatagdo no tempo (situagao ilustrada
na Figura 3); para a > 1, obtém-se uma compressdo no tempo. Para sinais de tempo discreto, o escala-
mento definido por y(n) = z(an) exige naturalmente que an € Z,V,,, ou seja, exige-se que a seja um inteiro
positivo, originando um compressao no tempo (situacao ilustrada na Figura 4). Note-se que neste caso ha
perda de informagao, i.e., o sinal y(n) nao representa toda a informacao contida no sinal z(n) (no exemplo
da Figura 4, ¢ impossivel determinar x(n) para n impar a partir da observacio de y(n)). E também por esta
razao que nao é possivel definir a dilatagao de um sinal de tempo discreto de forma tao simples como para
tempo continuo.

Naturalmente, as transformacoes podem ser compostas. Assim, lidamos frequentemente com transformacoes
do tipo y(t) = z(at + B), onde a # 0. E facil constatar que estas transformacdes preservam a forma do
sinal, i.e., que o grafico de y(t) tem a mesma forma do de x(¢), diferindo apenas numa inversio, caso a < 0,
um escalamento e um deslocamento (a Figura 5 mostra um exemplo). Note-se que y(t) pode ser obtido a
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Figura 4: Exemplo de escalamento no tempo: y(n) = z(2n) (compressdo).

partir de z(t) através da sequéncia de transformacoes: i) z(t) = x(t + 8) (2 é um deslocamento de x); ii)
y(t) = z(at) (y € um escalamento de z, incluindo inversdo se o < 0). As transformagoes podem também ser
compostas por ordem inversa, mas facilmente se pode constatar que a composi¢do nao é comutativa. Em
particular, o leitor verificara que se pode obter y(t) a partir de x(¢) efectuando primeiro um escalamento e
depois um deslocamento mas, neste caso, o deslocamento tem um valor diferente do referido acima.
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Figura 5: Exemplo de tranformagdo de variavel independente: y(t) = (2t — 5). No lado esquerdo, o grafico
de um sinal z(t); ao centro, o grafico de y(t) representado usando a mesma escala que no de z(t¢); no lado
direito, o grafico de y(t) obtido por simples re-etiquetagem do eixo dos tempos do gréfico de x(t).

A composicao de transformacoes elementares de sinais de tempo discreto da origem a transformacoes do tipo
y(n) = z(an + B), onde « e B sdo inteiros (com « # 0), que tém a mesma interpretacdo que a acabada de

referir para os sinais de tempo continuo, agora com a ressalva acima feita no que diz respeito & compressao
no tempo discreto.



3 Sinais pares, impares, hermiteanos e anti-hermiteanos

Definiremos agora algumas propriedades de simetria que se usam de forma indistinta para sinais de tempo
continuo e de tempo discreto.

Um sinal z(t) diz-se par quando é igual ao seu inverso no tempo, i.e., quando

Nesta expressdo, x(t) designa o sinal z, tal como se clarificou nos paragrafos iniciais deste texto. Assim, um
sinal é par se a igualdade acima se verificar para todo o instante ¢. Naturalmente, o grafico de um sinal par
é simétrico em relagdo ao eixo das ordenadas (a parte central da Figura 6 mostra um exemplo).

Um sinal z(t) diz-se émpar quando é o simétrico do seu inverso no tempo, i.e., quando
z(t) = —x(—t).

O grafico de um sinal impar exibe simetria em relagdo a origem (a parte direita da Figura 6 mostra um
exemplo). Fazendo ¢ = 0 na condigdo acima, é facil verificar que qualquer sinal impar obedece a z(0) = 0.

Qualquer sinal z(t) se pode decompor na soma de um sinal par z.(t) com um sinal fmpar x,(t).! Estes
sinais, a que chamamos, respectivamente, a parte par do sinal x(t) e a parte fmpar do sinal z(t), sdo obtidos
a partir de x(t) através das expressoes

1
e(t) = 5 [2() +2(=1)],  2.(t) =
E imediato que z(t) = z.(t) + x,(t) e o leitor facilmente verificara que . (t) & de facto par e z,(t) é de facto
impar. A Figura 6 ilustra esta decomposigao.
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Figura 6: No lado esquerdo, o gréfico de um sinal z(t); ao centro, o grafico de z.(t), a parte par de z(¢); no
lado direito, o grafico de z,(t), a parte impar de z(t).

Um sinal z(t) diz-se hermiteano quando € igual ao conjugado do seu inverso no tempo, i.e., quando
z(t) = a*(-t).

Daqui resulta imediatamente que, se x(t) é hermiteano, entdo |x(t)| e Re[x(¢)] sdo sinais pares e argz(t) e
Im[z(t)] sdo fmpares.?

1Os indices “e” e “0” indicam, respectivamente, “even” e “odd”, na literatura anglo-saxénica. Usam-se aqui para compa-
tibilidade com o livro da disciplina.

2De facto arg z(t) s6 é definido, para cada valor de ¢, a menos de um multiplo de 2. Portanto, mais correctamente, arg x(t)
é impar a menos de multiplos de 27 independentes para diferentes valores de t.



Um sinal z(t) diz-se anti-hermiteano quando é igual ao simétrico do conjugado do seu inverso no tempo, i.e.,

quando

z(t) = —a*(-t).
O leitor podera verificar que, se x(t) é anti-hermiteano, entdo |z(t)| e Im[z(t)] sdo sinais pares, Re[z(t)] é
impar, mas arg x(t) ndo é par nem impar (é um sinal impar somado a uma constante de valor 7/2, a menos
de multiplos de 27).

Qualquer sinal z(t) se pode decompor na soma de um sinal hermiteano xj(t) com um sinal anti-hermiteano

xj(t). Estes sinais, a que chamamos, respectivamente, a parte hermiteana do sinal z(t) e a parte anti-
hermiteana do sinal z(t), sdo obtidos a partir de x(t) através das expressoes

[z(t) — 2™ (=t)] -

DN =

[x(t) + 2" (=), () =

DN =

a:h(t) =

E imediato que z(t) = x5, (t) + x5 (t) e o leitor facilmente verificara ndo s6 que zj,(t) ¢ hermiteano e zj(t)
anti-hermiteano, mas também que Re[z,(t)] e Re[zj(t)] coincidem, respectivamente, com as partes par e im-
par de Re[z(t)] e que Im[z,(¢)] e Im[z}, (¢)] coincidem, respectivamente, com as partes impar e par de Im[x(¢)].

Como se referiu no inicio desta sec¢io, estas defini¢oes e decomposi¢bes sdo igualmente aplicaveis a sinais de
tempo discreto, sendo nesse caso habitual usar as expressoes acima com n no lugar de t. A Figura 7 ilustra
a decomposicao de um sinal de tempo discreto nas suas partes hermiteana e anti-hermiteana.

4 Sinais periddicos

Um sinal de tempo continuo z(t) diz-se periddico se existir um T positivo tal que z(t) coincide com o seu
deslocamento de T no tempo, i.e., se
x(t) =zt +T)

(mais uma vez se relembra que a igualdade se tem de verificar para qualquer instante t). Neste caso, diz-se
que T é periodo do sinal z(t). Na Figura 8 esta representado um exemplo de sinal periédico. Pode-se cons-
tatar que quando a igualdade acima é valida para algum valor de T, existe um nimero infinito de periodos,
ja& que se tem obrigatoriamente x(t) = z:(t 4+ kT'), com k inteiro. Chamamos periodo fundamental Ty do sinal
periodico z(t) ao menor valor positivo de T que torna verdadeira a igualdade acima. Repare que qualquer
sinal constante é periddico (a igualdade acima é trivialmente verificada) mas ndo tem periodo fundamental
definido (como qualquer periodo T serve, ndo existe minimo positivo).

Um sinal periodico que usaremos frequentemente é o sinusoidal:
x(t) = sin(wt) ,

onde w > 0 é a frequéncia angular. E facil verificar que este sinal é periédico, com periodo fundamental
To = 2w /w. De facto, o sinal z(t) oscila ao longo do tempo e quanto maior é w, maior a rapidez de oscilagéo.
A Figura 9 mostra um exemplo.

A periodicidade de sinais de tempo discreto é definida de forma idéntica mas requerendo, naturalmente, que
o periodo N que verifica
z(n) =z(n+ N)

seja inteiro (para além de positivo). Deste modo, em tempo discreto, qualquer sinal constante tem periodo
fundamental Ny = 1.

O sinal sinusoidal de tempo discreto é dado por

z(n) = sin(wn) .
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Figura 7: No lado esquerdo, os graficos da parte real, parte imaginaria, modulo e argumento de um sinal
x(n); ao centro, os graficos correspondentes de xp(h), a parte hermiteana de z(t); no lado direito, os de
xj,(n), a parte anti-hermiteana de x(n).

Embora este sinal seja definido por amostragem de sin(wt), i.e., pelos valores que esta sinusoide toma para ¢
inteiro, ha distingbes relevantes face ao que se disse para o sinal sinusoidal de tempo coninuo. Em primeiro
lugar, a rapidez de oscilagdo de z(n) ndo aumenta monotonicamente com o aumento da frequéncia angular
w. Em particular, é trivial constatar que diferentes frequéncias angulares podem dar origem ao mesmo sinal
sinusoidal de tempo discreto, ji que o sinal de frequéncia angular w é exactamente o mesmo que os de
frequéncias angulares w + 27, w + 47, w+ 67, .. .. Assim, para contemplar todos os possiveis sinais sinusoidais
de tempo discreto, basta-nos considerar um intervalo de frequéncias angulares de dimensao 27, por exemplo,
w € [0,27[. O que acontece quanto w percorre este intervalo é que a rapidez de oscilagdo de z(n) comega



Figura 8: Grafico de um sinal periédico. Os valores do periodo sao T = 3,6,9, .. .; o periodo fundamental é
Ty = 3.

x(t)

Figura 9: Grafico do sinal sinusoidal x(t) = sin(nt). O periodo fundamental é T, = 2.

por aumentar, enquanto w vai de 0 a w, diminuindo em seguida, enquanto w vai de 7 a 2w. Outra distin¢do
relevante é que o sinal sinusoidal de tempo discreto nem sempre é periédico. De facto,

z(n)=xz(n+ N) < sin(wn) =sin(wn+wN).

Mas esta igualdade s6 é verificada para qualquer n caso exista um inteiro N tal que wN seja multiplo de 2.
Neste caso, z(n) é periédico, com periodo fundamental

27
Ny = menor miiltiplo inteiro de — .
w

Na Figura 10 estao representados um exemplo de sinal sinusoidal periédico e outro de um nao periédico.
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Figura 10: No lado esquerdo, o grafico do sinal sinusoidal z(n) = sin(mn/4), que é periodico, de periodo
fundamental Ny = 8. No lado direito, o grafico do sinal sinusoidal y(n) = sin(2n), que ndo é periodico.



5 Sinal exponencial de tempo continuo

O sinal exponencial real de tempo continuo é
z(t) =€,

onde r € R. Naturalmente, z(¢) ¢ um sinal real, monotonicamente crescente se r > 0 e monotonicamente
decrescente se r < 0 (e, obviamente, a contante z(t) = 1, caso r = 0). A Figura 11 mostra exemplos destes
sinais.
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Figura 11: Sinais exponenciais reais. No lado esquerdo, o gréifico do sinal z(t) = e?*. No lado direito, o de
x(t) =e "

Uma classe de sinais exponenciais complexos com que lidaremos em detalhe é obtida no caso de o expoente
ser imagiario puro, i.e.,

x(t) = vt
onde w € R. Esta expressio representa directamente o complexo z(t) na forma polar (z = |z|e/ '8 %),
pelo que se infere imediatamente que o moédulo do sinal é constante, |z(t)] = 1, e o seu argumento varia

linearmente no tempo, arg z(t) = wt (modulo 27). Em suma, se representado no plano complexo, o ponto
x(t) percorre interminavelmente a circunferéncia de raio unitario centrada na origem, com rapidez e sentido
determinados por w. Assim, x(¢) é obviamente periddico, o que pode ser facilmente constado de forma
analitica:

)=zt +T) < 9 =ewtedoT,

Esta igualdade é verificada para qualquer ¢ desde que

T =1,

o que é verificado por qualquer T tal que wT = 2km, com k inteiro. O periodo fundamental é entao
Ty = 27 /|w|, para w # 0 (se w = 0, z(t) = 1, que, como discutido acima, é periédico com qualquer periodo).
Embora os sinais e/! e e7** sejam distintos, tém o mesmo periodo fundamental. Este aspecto fica também
claro se usarmos a férmula de Euler para expressar as partes real e imaginaria da exponencial complexa,
i.€., Se esCrevermos

z(t) = eI*? = cos(wt) + jsin(wt) .

Vemos que as partes real e imaginaria de x(t) sdo simplesmente sinais sinusoidais e que o sinal e /¢ ¢ o sinal
complexo conjugado de e/“*. Um exemplo de sinal exponencial complexo desta classe estd representado na,
Figura 12.

Ao longo do curso vamos ter interesse em escrever diversos sinais como combinagcdes lineares de exponenciais
complexas. Como exemplo desse tipo de decomposigdo, reparemos que a sinuséide, um sinal real, se escreve
imediatamente nessa forma:

1 . 1 _. 1 . 1 )
cos(wt) = ieJ”t + §B_JWt, sin(wt) = Q—jej“’t — 2—je_7“’t.
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Figura 12: O sinal exponencial complexo z(t) = ¢/™/3. No lado esquerdo, o gréfico da parte real de x(t).
No lado direito, o da parte imaginaria.

A exponencial complexa, no caso geral é et, em que s = o + jw ¢ complexo. Este sinal pode ser escrito

como o produto dos dois casos que acabamos de referir:

:B(t) — est — e(o-i—jw)t — eotejwt )

Pode-se entdo concluir que o moédulo do sinal é uma exponencial real, |z(t)| = €, e o seu argumento é o
mesmo que o do caso visto anteriormente, argz(t) = wt. Finalmente, podemos explicitar as partes real e
imaginéria do sinal,

z(t) = et = Tt = 7 cos(wt) 4 je ! sin(wt)

mostrando que ambas sdo dadas pelo produto de uma sinusédide por uma exponencial real. A Figura 13
mostra um exemplo de sinal exponencial complexo.
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Figura 13: O sinal exponencial complexo z(t) = e(=2+32Mt  No lado esquerdo, o grafico da parte real de
z(t). No lado direito, o da parte imaginaria.

6 Sinal exponencial de tempo discreto

O sinal exponencial complexo de tempo discreto costuma ser escrito de forma diferente, embora equivalente,
do de tempo continuo:
z(n) = 2",

onde, em geral, z € C. No caso em que a base é real, z = r € R, o sinal z(n) é naturalmente a exponencial
real
z(n)=r



Se r > 1, z(n) é crescente; se 0 < r < 1, z(n) é decrescente; se r = 1, x(n) = 1. Para r negativo, z(n)
é alternante entre valores positivos e negativos: se —1 < r < 0, |z(n)| é decrescente; se r < —1, |z(n)| &

crescente; se r = —1, x(n) alterna entre —1 e 1. A Figura 14 ilustra estes casos.
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Figura 14: O sinal exponencial real z(n) =" para r = —2,—1,-3/4,2/3,1,4/3.

Quando a base da exponencial ¢ um complexo de médulo unitario, z = €’*, o sinal z(n) coincide com as
amostras do sinal detalhadamente discutido acima para tempo continuo e ilustrado na Figura 12, i.e.,

z(n) = 2" = 2",

Atendendo a essa discussao e ao que se disse a respeito da sinuséide de tempo discreto, facilmente se percebe
o comportamento de z(n). Em suma, temos sinais diferentes para diferentes valores de w num intervalo de
dimensao 27 (uma vez que e/ (@T2mM" = ¢i“n) ¢ z(n) é periddico apenas quando w/7 é racional, tendo nesse
caso o periodo fundamental dado pelo menor multiplo inteiro de 27/w. Note-se ainda que para w = 0 se
obtém z(n) = 1 e para w = 7 se obtém x(n) = (—1)"™, os Gnicos sinais periddicos que aparecem na Figura 14.

Finalmente, quando a base é um complexo arbitrario, o sinal exponencial complexo de tempo discreto pode
ser escrito usando a forma polar z = pel:

x(n) = 2" = pled¥n.

Desta forma fica claro que o sinal complexo z(n) é o produto da exponencial real p™ pela exponencial com-
plexa com base de modulo unitario e/“™, sinais discutidos acima. A Figura 15 mostra um exemplo de sinal
exponencial complexo de tempo discreto de base genérica.

7 Impulso e degrau unitirios de tempo discreto

Um dos mais simples sinais de tempo discreto é o impulso unitdrio 6(n), que difere do sinal nulo apenas por
tomar o valor 1 para n = 0, como representado na parte esquerda da Figura 16 e definido por:

sm={1 120

10



3 3
2 2
g1 £ 1
EO THTT 22990, §0 ]’ TTTT? 0?90,
¢ 1 s E J, “ sLLee
il )
2 -2
Fo s 0 5 10 15 20 Fo s 0 5 10 15 20

Figura 15: Gréficos das partes real e imaginaria do sinal exponencial complexo de tempo discreto z(n) = 2™
com z = 7v/3/16 + (7/16)j = (7/8)ei™/S.
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Figura 16: Impulso unitario d(n) e um exemplo de impulso unitario atrasado d(n — 5).

O impulso unitério d(n) pode ser usado para amostrar qualquer sinal z(n) no instante n = 0, i.e., para obter
a amostra z(0). De facto, o sinal produto z(n)d(n) é nulo para n # 0 e toma o valor x(0) para n = 0, ou
seja,

x(n)é(n) = x(0)d(n) .
E entéo facil constatar que a soma dos valores deste sinal produto é a referida amostra:

+oo

n=—oo

Naturalmente, este processo pode ser generalizado: qualquer amostra x(ng) é obtida se usarmos um sinal que
é nulo excepto para n = ng, ou seja, se usarmos um impulso adequadamente deslocado no tempo, d(n — ng)
(um exemplo esté representado na parte direita da Figura 16). Temos entdo:

+oo

z(n)d(n —ng) = x(ng)d(n — ng), Z z(n)d(n —ng) = z(ng) .

n—=——oo

O degrau unitdrio de tempo discreto, ilustrado na Figura 17, é definido por

0 n<0
um) =91 0.

11
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Figura 17: Degrau unitario u(n).

Os sinais §(n) e u(n) sdo facilmente relacionados ja que §(n) é a primeira diferenca (o equivalente discreto
da derivada) de u(n):
d(n)=u(n) —u(n—1).

E entdo natural que se possa também obter u(n) a partir do equivalente discreto da primitiva de §(n). De
facto, essa relacdo é dada pela soma seguinte, como se pode verificar facilmente usando as defini¢des de (n)
e u(n):

u(n) = Z o(m).

m=—0o0

Por vezes, teremos interesse em decompor um sinal arbitrario numa combinacao linear de impulsos deslocados
no tempo (i.e., numa soma ponderada de sinais como os ilustrados na Figura 16). No caso do sinal u(n),
esta decomposicgao salta aos olhos com a observagao das Figuras 16 e 17, sendo simplesmente u(n) = §(n) +
d(n—1)+d(n—2)+---, ou seja

“+o0
u(n) = Zé(n —k)
k=0
(note também que esta decomposicao é imediatemente obtida da relacdo anteriormente estabelecida, u(n) =
S 8(m), através da mudanca de variavel do somatorio de m para k = n —m.)

8 Impulso e degrau unitarios de tempo continuo

O degrau unitdrio de tempo continuo u(t), ilustrado na parte esquerda da Figura 18, é dado por
0 t<0
u(t) = { 1 t>0.

O impulso unitdrio de tempo continuo 6(t) é um sinal que tem as propriedades de amostragem e relagdo com
u(t) semelhantes as referidas para o impulso de tempo discreto. Assim, §(t) é a derivada de u(t):

5(t) = dZi”

=u/(t).

Obviamente, isto levanta uma dificuldade formal, uma vez que u(t) tem uma descontinuidade, ndo sendo
diferenciavel na origem. O formalismo das fungées generalizadas, que permite lidar com estas derivadas de
forma rigorosa, esta fora do ambito da disciplina. Contudo, para os casos estudados na disciplina e para
a vasta maioria dos problemas de engenharia, a expressao acima pode ser interpretada da forma que se
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Figura 18: Degrau unitario u(t), a sua aproximagao continua ua(t) e a respectiva derivada da (¢).

descreve em seguida.

Consideremos uma aproximagao continua do degrau, ua (t), em que a transi¢ao de 0 para 1 ndo ¢é instantanea
mas gradual, ao longo de um intervalo de dura¢do A, como ilustrado na parte central da Figura 18. Podemos
pensar em u(t) como o limite de uma sucessao de sinais ua(t), quando a duragao do intervalo de transi¢ao
A tende para zero:

u(t) = iiglo ua(t).

Consideremos agora a derivada da aproximacao continua do degrau,
a(t) = up(t),

que é nula parat < 0out > A e tem valor 1/A (o declive da transi¢cao em ua(t)) para 0 <t < A. O sinal
da(t) tem entdo a forma de um impulso de duragdo A e altura 1/A, conforme representado na parte direita
da Figura 18. Naturalmente, vamos interpretar o impulso unitario §(¢) como o limite da sucessiao de fungoes
da(t) quando A tende para zero:

6(t) = lim Oa(t).

Assim, o impulso unitéario de tempo continuo §(¢) é um impulso de duragao infinitesimal e altura infinita.
Como, independentemente do valor de A, a area delimitada pelo grafio de d () € unitéaria, o mesmo acontece
com a area de §(t). Habitualmente, um impulso é representado por uma seta vertical em conjunto com um
ndmero que indica a sua area, como ilustrado na Figura 19 para §(t).

a(t)

0 t

Figura 19: Impulso unitario de tempo continuo, §(¢).
Naturalmente, §(t) é um sinal que tem w(t) como primitiva. Em particular, é facil constatar que

u(t) = [ ; 5(r)dr,

uma vez que, para t < 0, a fungao integranda é nula e, para t > 0, o integral acima representa a area unitaria
do impulso.
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Usando esta interpretacao, podemos agora constatar que o impulso unitario de tempo continuo tem a pro-
priedade de amostragem derivada de forma trivial para o caso do tempo discreto. De facto, o sinal z(t)d(¢)
pode ser pensado como o limite da sucess@o de sinais x(t)0a (t) quando A — 0. Como

0 t<0
x(t)oa(t) =4 x(t)/A 0<t<A
0 t> A,

quando A — 0, o sinal z(t)da(t) tende para um impulso, cuja area (o valor para que tende a area de
x(t)0a(t)) € A x 2(0)/A = 2(0). Assim, podemos escrever

z(t)d(t) = z(0)4(1),

e, integrando este sinal, obtem-se a sua area, i.e., o valor da amostra pretendida:

+oo
/ 2(t)8(t) dt = z(0) .

— 00

Naturalmente, estas expressoes sao generalizadas quando usamos um impulso deslocado no tempo:

+oo
2(B)(t — to) = x(to)d(t — to) / 2(t)5(t — to) dt = x(to) .

—0o0

A Figura 20 ilustra a amostragem de um sinal por um impulso deslocado no tempo.

5(t — 3) z(1)d(t — 3)

1 4

0 3 t 0 3 t 0 3 t

Figura 20: Sinal x(¢), impulso (¢t — 3) e produto z(¢)§(t — 3) = x(3)d(t — 3) = 46(t — 3).

Por fim, refira-se que, tal como vimos para o tempo discreto, o degrau de tempo continuo u(t) também se
pode escrever como sobreposicao de impulsos:

u(t)/t 5(T)d7/0 5(150)22510/0 6(ta)(1)d0/0+005(t0)d0,

—00 +oo +oo

onde se fez a mudanca de varidavel 7 = t — ¢. Naturalmente, tendo os impulsos uma duragao infinitesimal,
¢é necessario sobrep6r a infinidade nao enumeravel de todos os impulsos localizados em instantes de tempo
positivos, como mostra a expressao acima obtida.

A utilizacdo do impulso unitario de tempo continuo permite-nos trabalhar com derivadas de funcoes des-
continuas. Para clarificar este ponto, determinemos a derivada de uma funcido f(t) descontinua em ty (e
continua em todos os outros pontos), i.e., uma fungio

filt) t<t
f(t):{ fa(t) t>t2,

onde f1(t) e fo(t) sdo fungdes continuas. Repare-se que f(t) pode ser convenientemente escrita em termos
do degrau unitéario:

f@) = r(Wulto — ) + fa(H)u(t —to) -
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Assim, podemos derivar f(t) partindo desta expressao e usando as regras habituais de derivagao, juntamente
com o conhecimento de que a derivada de wu(t) é §(t):

1w = At -0+ A0 g 1)+ po )
= filu(to —t) + fr(t) (=)' (to — t) + fo(t)u(t — to) + fa(t)u'(t — to)
= filt)u(to —t) — fr(t)d(to —t) + fa(t)u(t — to) + fa(t)d(t — to)
= fiulto —t) — fr(t)d(t —to) + fa(t)u(t — to) + fa(t)d(t —to) (1)
= filt)ulto —t) + fo(t)u(t — to) + [f2(to) — f1(to)] 6(t — to),

onde, na igualdade (1), se usou o facto de que §(¢) é par. O resultado acima obtido faz sentido: a derivada
de f(t) coincide com a derivada de f;(¢) para t < to, com a derivada de f(t) para ¢ > tp, e tem um impulso,
localizado em ¢ = t, com area dada pelo valor da descontinuidate, f2(to) — f1(to)-
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